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KOMPLEKSE tal er ideelle til beregning pa elektriske og elektroniske kredslgb hvori der
indgar komponenter, der ved vekselspaendinger fase -forskyder stramme og spandinger, og
hvis ohmske veerdier afhaenger af frekvensen. Dvs. spoler og kondensatorer.

Med komplekse tal kan man opstille ligninger hvori frekvensen indgar som variabel.
Ligningerne gelder altsé for alle frekvenser, der ”blot” skal indsattes og udregnes.

Ligningerne giver fx. i forsteerkerkoblinger som resultat bade forsteerkningen og fasedrejning.

Komplekse tal opererer med begrebet “Imaginare tal” — uvirkelige — eller - indbildte tal.

De tal, vi hidtil har opereret med, kan alle A Imaginary Axis
afbildes pa en tallinie. Et sted er 0, et sted 47 1s .
osv. De er alle beliggende pa " X-aksen”. 14
43
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Med komplekse tal indferes alle tal, der T
ligger i planet. Et tal kan fx ligge pa en

position i planet, der kan beskrives som (5 + 37)
4 ud ad X-aksen, og 3 op ad Y-aksen.

Dette ligner jo meget vektorer, hvor
tallet ville benavnes (4, 3). Vektoren

kan ogsa angives som en vektors 11
lengde, og dens vinkel i forhold til X- 0
aksen. Reel

Y -aksen kaldes ogsa den Imaginzare akse, og X-aksen den Reelle akse.

Tilsvarende med komplekse tal. Et komplekst tal kan angives med en vandret del og en lodret
del. De kaldes hhv. den reelle del, og den imaginere del. Forkortes til Re, og Im.
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En angivelse af et tal pa den form kaldes Sumform. Som med vektorer kan tallet ogsa
angives med en lengde og en vinkel. Denne form kaldes Poler. Altsa afstanden ud til tallet,
og vinklen i forhold til vandret mgd hgjre!

Den del af et komplekst tal, der er lodret angives med et ”j” foran. I matematikkens verden

benyttes ’1” for den imaginare del af et tal, men 1 elektriske sammenhange bruges ”1” som
formeltegn for stram, og kan herved forveksles. Det er derfor normalt at bruge ;.

| komplekse tal findes definitionen, at j gange j = j2=—1. Eller som det ma fremga, j=+-1
Med brug af komplekse tal er det derfor muligt at uddrage kvadratroden af et negativt tal!!

Hvorforer j?2=-1"?

Den komplekse vektor j kan ogsa skrives som 0 + j1. Dvs. 0 ud ad x-aksen, og 1 opad Y-
aksen. Pa polaer former 0 +j1 =1 290 j*jer altsa lig (1£90) * (1.£90).Dette er lig
1*1/(90 +90) = 12180. Somigener lig -1 +j0=-1.

Altsder j-j=-1

For regneregler for komplekse tal, se sidst i kompendiet!

I elektronik er man ngdt til at tage komplekse tal i brug i beregninger hvori indgar
kondensatorer eller spoler. Disse er kendt for at strem og spaending er ude af fase. Der er
fasedrejning.

Fasedrejning betyder, at stram og spaending ikke falges ad tidsmaessigt.

Arshjul
Sommer
Noget svarende til, at sommeren ikke er
varmest omkring midsommer, men er

forskudt tidsmaessigt bagud. Og vinteren & femperaturen
0gsa.

Forar

Et andet eksempel er vores dggnrytme. Bfterar ~—
Vi er ikke vagne symmetrisk om kl. 12
middag.

Vinter

Man bruger ogsa fasedrejning — eller faseforskydning nar man harer en lyd. Ved hjzlp af
tidsforsinkelsen mellem hgjre og venstre gre kan man retningsbestemme hvor en lyd kommer
fra.
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Se animation: Waveform Diagram Phasor Diagram

http://www.learnabout-electronics.org/ac

90°

5 = 0
0° 360° -90°
Phase difference 8 = -37° Phasor 1 7
Wave 2 LAGS wave 1 (Reference phasor)
P i 3 ggv‘ Phasor 2

theory/ac_ccts 53.php

Farst ses pa en modstand:

Fasedrejning i MODSTANDE.

Tilsluttes en sinus - spaendingsgenerator direkte til en modstand, ses, at der gar en

vekselstrgm gennem modstanden.

Generatoren pumper ladningerne frem og tilbage. Det er de samme elektroner, der bare

skubbes lidt frem og tilbage. Og de lgber kun ganske kort, langt under 1 mm. Men alle

elektroner skubber til de naste osv. lige som en raekke togvogne.

Dvs. at nar sinus-spaendingen er positiv, er strammen positiv, Strem

0g nar sinus-spandingen er negativ, er strammen ogsa nega-
tiv. Nar spandingen er starst, vil strammen ogsa vere starst. vi

Og i spendingens nulgennemgang, hvor spaendingen jo er nul,

vil strammen ogsa vare nul.

1Vac@

1

Man siger, at stram og spanding er i fase. De er der samtidig.
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Plot af Spzending og strem i fase Fasedrejning ¢ = 0. Det ses, at frekvensen er 1 KHz, dvs. 1 hel svingning pa 1 mS

P vektordiagramform ser situationen sale- < . ;
des ud! ~

Vinklen mellem sp@nding og strom kaldes fasedrejning, og ben@vnes med Fi, ¢. Vinklen er 0
grader. Derfor ikke sa interessant for komplekse tal.

KONDENSATORER.

En kondensators "modstand" kaldes REAKTANS. Den males i Ohm, og er udtrykt ved

formlen X. = ZszLC Frekvensen indgar i ligningen, dvs. reaktansen er frekvensafhaengig og

omvendt proportional med frekvensen.

Seettes en sinus spandingsgenerator, uendelig god, direkte til en kondensator, vil
kondensatorens spanding til enhver tid veere den sammen som generatorens. Der er ingen
modstand til at bremse ladningerne. Dvs. strammens flow, sa opladningen af kondensatoren
sker lynhurtigt. Der er uendelig strgm til radighed.

Vi
VOFF =0 = c1
VAMPL = 1
FREQ=1000| yg1inp

Her ses en kondensator, der patrykkes en
spanding fra en sinus-generator. Det er en
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vekselspanding, - sa der ma ogsa lgbe en
vekselstrem.

Matematisk kan vekselspaendingen udtrykkes ved:
u(t) =U,, -sin(at) hvor w=2rf

Sinus-spaendingsgeneratoren (uendelig god ), er sat direkte til en kondensator.
Kondensatorens spaending til enhver tid veere den sammen som generatorens. Der er ingen
modstand til at bremse ladningerne / strammens flow, sa opladningen af kondensatoren sker
lynhurtigt. Der er uendelig strem til radighed.

Uc er altsa lig Ugen. Altsa nar Ugen er i max, er Uc 0gsa i max.

Den strgm, der lgber til kondensatoren, bruges til at lade kondensatoren op, sa kondensatorens
spaending hele tiden er lig generatorens. Dvs. der gar en strgm, nar der er en spandingsaen-
dring. Nar generatorens spanding @ndres, skal der jo flyttes ladninger, for at kondensatorens
spaending bliver den samme. Nar nu generatorens spaending er i top, sker der ingen spaen-
dingsandring. Dvs. der ikke skal flyttes ladninger til eller fra kondensatoren.

Altsa, strammen er 0, nar Ugenerator €T i top. — Og det ma ogsa vere sadan, at ved den starste
spandingsandring, dvs. i generator-spaendingens nulgennemgang, ma strammen veere stgrst.

Matematisk kan det udtrykkes ved:

~ Y

~odt

K er en konstant, her afhaengig af kondensatorens starrelse. Jo starre kondensator, jo flere lad-
ninger skal flyttes, for at eendre dens spanding. Og tillige afhaengig af frekvensen.

Uc er altsa lig Ugen. Altsa nar Ugen er i max, er Uc ogsa

i max. Ugen 2
Men kondensatoren skal jo oplades / aflades for at ‘w K
speendingen over den kan andres. Og til opladning / VoFF =0, C,b 100n
afladning kraeves, at der flyttes elektroner / ladninger, FREQ = 1000

dvs. at der gar en strgm. = =

Generatoren forbundet til en kondensator.

Dvs. at hvis spaendingen over kondensatoren a&ndres, ma der ga en strem. Og hvis spaendingen
skal @ndres meget pa kort tid, m4 der en ”stor” strem til.

Det betyder ogsa, at hvis der ikke a&ndres pa spendingen over kondensatoren, gar der ingen
strgm.
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d(Uc)

Dette sker jo hvis haldningen pa den patrykte sinus er 0. dvs. at —= = 0.

Og dette sker netop i toppunktet og i bunden.

Altsé ses, at nar
du _
dt

ma strgmmen | vaere = 0.

Altsa hvis sinusspandingen er i top, vil strammen I vare 0.

Tilsvarende nar generatorspandingen Uc krydser 0 Volt, vil spaendingsendringen og dermed
d(Uc)

haldningen —< veere starst, og dermed ma spaendingsaendringen over kondensatoren ogsa

veere starst. Og altsa ogsa stremmen I der gar til eller fra kondensatoren.

Pa en graf ser det ud som pa falgende:

| grafen til hgjre er vist strammen til kon-
densatoren. ( Den rgde ) Strammen hen til
kondensatoren regnes positiv.

Det ses, at strammen | er 90 grader forud
for spendingen. Nar man “gar” ud ad X-
aksen, mgder man farst I-grafen, og efter
90 grader U-grafen.

Der optraeder en faseforskydning, eller en

fasedrejning mellem strem og speending. : | - o

o W(C1:2) [Z] & -(I{C1})
Time

I grafen ovenfor af Uc og Ic, med tiden ud ad X-aksen, vil farst Ic krydse 0 [V] pa vej ned, og
90 grader senere krydser Uc 0 [V] pa vej nedad. Tilsvarende pa vej opad. Uc er altsa 90 grader
bagefter Ic, eller Ic er 90 grader foran Uc. Fasedrejningen FI ¢ = 90 grader.

Englenderne ville sige, at ’the VVoltage LAGS the Current”
For at huske at strammen er foran spaendingen, kan anvendes huskereglen med navnet ELICE.
Omkring C’et ses at ’I” er for ”E”.

Egentlig bruges U for spaendingen, men tidligere brugtes E. Derfor burde hun hedde ULICU. (
lenspole (L) erUfaerL, oglefterL.)
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Pa vektorform ser det saledes ud. Vektorerne drejer venstre om. Man star et sted og venter, og
den farste vektor, der ankommer, er strammen. 90 grader efter kommer spandingen.
Fasedrejningen eller faseforskydningen er 90 Grader.

Ugen

1Vac@
ovVdc™=

Man siger ogsa, at reaktansen er "kapasitiv".

Current I

Fi

Stremmen er 90 grader foran spaendingen.

Vektorerne for strgm og spaending kan udtrykkes ved at bruge komplekse tal

| ovenstaende eksempler er brugt et roterende koordinatsystem, med en X-akse til ikke fase-
forskudte starrelser, dvs. reelle, og en Y-akse til de faseforskudte, ( dvs. imaginaere = sveert
forstaelige ) starrelser. Vektorer heri udtrykker starrelser og fasedrejning for et givet kredslgh

ved en given frekvens.

Komplekse
Vektorer:

Fra venstre:

Tilfeldig vek-
tor, der bade
bestar af en
reel part og en
imagingr part.

Re

0-jXc
eller 0 + 1/jXc

I midten for kondensator og til hgjre vektoren for en spole.

Ved matematisk beskrivelse af vektorerne bruges "j" foran de lodrette vektorer for at angive,
at de er 90 grader foran eller bagud, dvs. i vores system opad eller nedad.

+] tegnes opad,

-j tegnes nedad

Modstand pa kompleks form:

Kompleks fremstilling af vektoren for en modstand er:

Zr=R+]j0
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"j0", som udtales j nul, angiver, at modstanden ikke har en imagineer del, altsa er ren ohmsk

eller "reel". Altsd er vektoren ud ad den normale talakse.

Z bruges om Impedanser, eller "Modstande”, der ikke er rent ohmske.

Kondensator pa kompleks form:

For kondensatorer fas, at impedansen

Zc=0-jXc

Vektoren starter i Origo, og minus j forteeller, at den imaginere vektor peger nedad.

Vi har fra tidligere, at: 1
Xe=5——10]
2--f-c
Zc=0-j-1_
Derfor fas: 274C

27fC kan ogsa skrives som «C , (omega * C), sa

C

. . g

Eller fordi: —j —= —ﬁ: _%zjw_c
Zc:0+_i
jaC

Bemeerk j*j =-11!1

Vektoren starter i origo, og minustegnet indikerer, at den gar nedad.

Men hvorfor er j2=-17??

The complex vector j can be described as 0 + j1. Meaning, 0 along the x-axis, and 1

upwards

In polar form it equals 0 + j1 =1 ~90
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So j*jequals (1£90)* (1.£90). This equals 1*1.2(90 + 90 ) = 1.2180.

1./180 is the same as —1.

SPOLER.

I en spole er stremmen 90 grader bagud i forhold til speendingen. Dvs. at U er for 1.
Reaktansen kaldes "INDUKTIV", ikke ohmsk !!, og beregnes med X, =2-=-f-L. Enheden

er Ohm.

/N
/N
Fi ) N
/
I
ELICE
UL er 90 grader foran strgmmen

IL

Simuleres med ORCAD skal der seattes en lille modstand ind i serie med spolen, idet en ideel
spole jo ikke har nogen tradviklingsmodstand, og stremmen i den kan derfor blive uendelig
stor.

En graf for stram og spanding ses her:
20

RS WY SR S )
I \

RN \ \ AN \
/ \L/ \/ \/ \/ \

~

-20
9.95s 9.96s 9.97s 9.98s 9.99s 10.00s
o V(UGEN) o -I(L1)
Time

P& grafen ses, at U er 90 grader for |
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Det udtrykkes pa kompleks form:

Z, =0+ jXI

MODSTAND OG KONDENSATOR | SERIE.

Er der en modstand og en kondensator i serie, eller i parallel, vil den samlede impedans ogsa
veere frekvensafhaengig. Hermed vil der veere en fasedrejning, der ogsa er afhaengig af
frekvensen.

Nar man nu satter modstande og kondensatorer sammen, kan modstandene ikke adderes di-
rekte, fordi stram og spaending ikke er i fase i kondensatoren. Det er de i modstanden!

For at analysere situationen, kan man bruge vektordiagrammer. Vektorer afbilder spaendingen
over modstanden og over kondensatoren.

Farst ses her Orcad-simulering.

R1

VOFF =0
VAMPL = 1
FREQ=1000| /51 p

5

_?_0 _'_o
En serieforbindelse bestaende af en modstand
og en kondensator patrykkes en sinus-spaending.

R3

Leddet kaldes ogsa et RC-led.

AN OU_out

Ethvert RC-led har en overgangs-frekvens, e
kaldet fo. Det er den frekvens, ved hvilken
Xc=R. VOFF =0 (2N = c1

VAMPL_: 1 I\D T 100n

FREQ = 1k

AC =
= =

Den patrykte spanding deler sig mellem modstanden og kondensatoren, og idet
kondensatorens modstand er frekvensafhangig, ma der ogsa veere et frekvensafhangigt
forhold mht. spaendingsdelingen.
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Stremmen | er ens i de to komponenter. Nar der gar en strgm i den ene, gar der ogsa strgm i
den anden. Der kan ikke ophobes ladninger! Stram ophobes ikke. Der kan males lige stor
strgm hele vejen rundt i kredslabet.

Starrelsen af strammen | er afhaengig af modstanden, generatoren ser ind i. Og modstanden er
igen afhaengig af generatorens frekvens, idet kondensatorens modstand Xc jo er frekvensaf-
hengig.

Hvis en modstand ikke er ren ohmsk, kaldes den for en impedans.

Ved ren ohmsk belastning ville strem og spaending veere i fase, dvs. at nar spaendingen er pa
sit hgjeste, er strammen det ogsa. Og nar spandingen er 0, er strammen ogsa 0. Fasedrejnin-
gen Fi ¢ er 0 grader. ( Dette er vist tidligere )

| et vektordiagram — se nedenfor - afsattes den, der er “ens”, altid vandret til hgjre. I en serie-
forbindelse er det strammen, der er ens — eller felles. Strammen gar jo gennem begge kompo-
nenter samtidigt.

Spzndingen over modstanden Ur er altid i fase med stremmen og afsattes ud ad X-aksen i
fase med strammen. | kondensatoren er stremmen Ic 90 grader foran spendingen Uc - og det
betyder jo ogsa, at spendingen er bagud for strammen. 90 grader bagud.

Vektordiagrammet drejer mod uret. Man “star” sa et sted, og ser, hvad der forst kommer
forbi. Derfor afsattes Uc lodret nedad, altsa 90 grader bagud.

Forholdene kan ved en given frekvens
tegnes i det roterende koordinatsystem.
Strgmmen ma vere ens i serieforbindelsen. '
Derfor afsattes den vandret. > >

Ur er i fase med streammen, og afsattes

vandret. Uc er 90 grader bagud, ( idet Uout=Y............
stremmen er forud ), altsa afsattes den Uc
nedad.
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Vektorerne ved lave frekvenser: ur Current 1

Kondensatoren “stjeler” ikke meget signal.

Ugenerator
Uoult

Uc Fi

Udgangssignal og
indgangssignal er nasten ens. . a £\ a
i 7 1 i
A . y . 71N
J SEA I} A A
} ) / \ y \
)} i} i\ i\
\ Y Y \
| | - i | S
/ 7 / /
A\ / N/ \ 1/
4 J J
S ) v (0_oue) ms 10ms 15ms 20ms
Ved hgje frekvenser
Ur Current I
Ugenerator
Uc
Udgangsspandingen er lav.
10 N\ Y /£
4B 7 7N 7N
/ 1 / f
[ / - Y
A TR S -
v /T\ /T T —\(-_
T T V] \ /
|\ Y VI VI
/ / i i
o -yl -y 7 1/
A\ v \ \»

0s 50us 100us 150us 200us
o V(R1:1) » V(U_out)

Og en graf for udgangsspandingen ved et frekvenssweep:
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Graf for alle
frekvenser, her mellem
10 Hz og 1 MHz.

Ved lave frekvenser er
outputtet lig
indgangsspandingen % -

De kan passere
kredSIﬂbet' C}Dllz 30Hz 100Hz 30 z 1.0KHz 3.0KHz 10KHz 7‘?1«:-

44444

Frequency

Derfor “Lowpass”

Samlet:
_Current

"fi" er vinklen mellem stram og spending. Spidsen af vektoren Z beskriver en cirkelbue fra
lodret nedad til vandret mod hgjre nar frekvensen gar fra 0 mod uendelig."fi" er 45 grader ved
Xc =R, dvs. ved fo.

Modstandstrekanten
Den samlede "modstand”, kaldes
R impedans, nar den ikke er ren
Fi ohmsk.

Den findes ved at addere de to
Xc Xc vektorer "vektorielt", eller ved

beregning: Z = Uz +UZ eller
- z=JRZ+ X2

Cirkelbue

/
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Modstandstrekanten fremkommer ved at dividere spaendingerne med strgmmen. Trekanterne
ligner altsa hinanden hvad starrelsesforholdene angar. De er ligedannede !

Af Z =,JR*+ XZ ses,atfor f 0= X, >0=>Z—>R.

1

HUSk! XC :m
.Tc. .

Med veerdierne R = 1Kohm og C = 100 nF fas fglgende graf for Z, altsa indgangsmodstanden
Z=R+X,

2.0M
Ugenl
R2 \
V1 1Kk
1Vac@ \
1.0M
0VdcN= A \
Cl
l 100n \n
._O ._O \ -
(1.857#K,1.3169K)
, \sR \
1.0Hz 10Hz 100Hz 1.0KHz 1C

o V(UGEN1l) / I(R2)
Frequency

Ved lave frekvenser er modstanden i kondensatoren meget stor. Ved meget hgje frekvenser
gar Xc mod nul, og grafen ma ga mod 1 K. Modstandens veerdi a&ndres jo ikke!

Low Pass Filter Bode Plot Phasor Diagram
. . . . . Vr
St RER R St 0°

A5 _ ; ..
Comer Frequency
0% _ - SE=UEWCR) , _

Se evt animation:

A0 __é_______;___'___ __i___é___ Ve(Vour) 10
P T T T ETTTT TGain (dB) 90° Vi
R e L e
1

T A R S S SRR S, S

'40___':'__*___E___:___'___":'__“:__‘ R
10 100 1K 10K 100K [v c

Frequency (Hz)

Phase change Input to Output = -5° Low Pass Filtar
10 £ 100k At low frequencies, gain is slightly
1] less than 1. The output is very nearly
Hz in phase with the input.

Use the slider to change the frequency

Kilde: http://www.learnabout-electronics.org/ac theory/filters82.php#lpf

Opfattes RC-leddet som en spandingsdeler, fas falgende:

Af Valle Thorg Side 14 af 43


http://www.learnabout-electronics.org/ac_theory/filters82.php#lpf

% FASZDR2INING ©&G KOMNPLEKSE TAL | 2L2KTRONIK Version
09/01-2018

Flg. eksempel med en spandingsdeler, bestaende af en modstand og en kondensator, et
sakaldt "lavpas-led", vil vaere noget sveer at overskue vha. vektorer. Men med en undersggelse
eller beregning vha. kompleks regning kan det lade sig gare, omend mellemregningerne kan
veere svere at tolke.

Den patrykte spanding deler sig mellem
modstanden og kondensatoren, og idet

R3

ANV OU_out

kondensatorens modstand er )
frekvensafhangig, ma der ogsa veere et !
frekvensafhangig forhold mht.
spandingsdelingen. orE o0 ’\53 L.

VAMPL =1 100n

FREQ = 1k

AC =
=0 ~o

Nu er fasen
ikke lig med
90 grader.

Farst ses rent logisk, at ved hgje frekvenser vil udgangen naermest veere kortsluttet, idet en
kondensator er en lille modstand ved hgje frekvenser. Uoy: er altsa dempet ved hgje
frekvenser.

Modsat har kondensatoren en meget stor modstand ved meget lave frekvenser, og dette farer
til at kondensatoren ikke belaster eller "stjeeler” ret meget af signalet ved lave frekvenser. Uout
er altsd nasten lig Uin ved lave frekvenser.

Heraf navnet, LAVPASFILTER. Lave frekvenser passerer neermest uhindret, og hgje
dempes. Dempningen af udgangen er altsa frekvensafhengig. Man kan ogsa opfatte
kredslgbet som en forsteerker, hvor forsteerkningen dog er under 1 gange.
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Uaen
C out Frekvens

>

- 20 db/dek
Kredslgb med RC-led og skitse af dets

bode plot. Inddelingen pa X-aksen er
logaritmisk !!

Pa Y-aksen angives forsterkningen i dB. Dvs. 20 * Logio ( Uout / Uin)

Ser man logisk pa kredslgbet, ma der vere en frekvens, hvor starrelsen af R er lig starrelsen
af Xc, idet Xc jo er frekvensafhangig. Det er jo en serieforbindelse, sa strammen er ens !!
Derfor ma spandingen over modstanden R have samme starrelse som spaendingen over C ved
denne frekvens. Men de er jo vinkelrette pa hinanden !!!'! Og summen af dem ma veere lig
den patrykte spanding.

Grafisk haves en ligesidet retvinklet trekant. Hypotenusen er den patrykte spaending, og den

. . . 1 2 - 2 2 .
ma veere lig \/(Slde ) +(S|de ) . Eller med andre ord, spandingen over modstanden og
kondensatoren er hver isar 0,707 gange den patrykte spaending. !

Frekvensen, hvor starrelsen af R og Xc er ens, kan findes af:

R:—1 f:—l

Undersgges et kredslgb med ORCAD, findes falgende:

! Til venstre ses et eksempel pa et kredslgb.
gen

R1

AWV

1k
\CV+ \ v- \.V Graferne herunder viser spandingerne over
WaC@)Vl modstanden, ( den blg, ) og over kondensatoren, den
ovde rgde ! Tilsammen er spendingerne lig den patrykte
1on  SPe&nding, Ugen.
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Bodeplot

Et Bodeplot, der viser kredslgbets "forsteerkningen i dB ved forskellige frekvenser ser
saledes ud:

En graf for fasedrejningen for udgangsspaendingen ser saledes ud.
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Ved knakfrekvensen er forsteerkningen faldet 3 dB, og fasedrejningen er 45 grader. Ved
knakfrekvensen er [X.|=R

Uc er bagud i forhold til Ugenerator. Vinklen "fi" pa fasedrejningen, dvs. vinklen mellem Ugen
0g Uout beregnes:

Modstdende Ug R

Tangens "fi" = Hosliggende - U, - X
ol
“fi" er folgelig Ue ¢

Undersggelse af kredslgbet vha. kompleks regning:

Undersgges spaendingsdeleren, eller lavpasleddet, med kompleks notation, fas, idet der ses
pa overfgringsfunktionen for kredslgbet: ( spendingsdelerformlen )

Forsterkningen for et RC-kredslgb er:

XC
R+Xc

C

Gain=A" =
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1
R+X. gy 1 1+jeCR
joC

Forstaerkningen
Man ber ikke have "j" i nevneren da det ikke er handterlig. Ligningen forleenges derfor ved at
gange i teeller og nevner med den kompleks konjugerede, dvs. den kompleks modsatte.

Ao L 1-jeCR _ 1- jaCR
1+ jaCR 1-jaCR  T- jaCR + jaCR — j*(wCRY

De to midterste led i navneren gar ud. Nu optraeder der et "j2", og der er det specielle ved det
komplekse system, at j*j er lig -1. Altsa fas:

. 1- jeCR
A= 2
1? +(aCR)

Dette er en sammensat ligning, hvor nogle af leddene, angivet med "j", er vinkelret pa den
reelle, vandrette akse. Ligningen opdeles nu i en vandret, dvs. reel del uden "j", og en
imagineer, lodret del med "j" foran. Naevneren ma veere felles.

. 1 . oCR
A= 2 2 - 2 2
1° +(aCR) 1° +(«CR)

Lengden af de vektorielt sammenlagte dele er:

A‘=[ 1 ]:( «CR JZ AT (@CR)
1+(wCR)*)  (1+(wCR)? 1+(wCR)’

Som er det samme som:

Dvs. grafen for et Bodeplot for kredslgbet kan tegnes som
20-log,, (A ) med f som variabel !!
Im —-oCR
o (i) ()
»=19 Re g 1

Obs: Idet naevneren er ens for den reelle del og den imaginere del, er det nok ved betragtning
af fasevinklen at se pa tellerne.

Og fasedrejningen
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Prgve:

Resultatet kan nu underkastes en prgve for at teste resultatet. Der undersgges farst for
frekvensen f gaende mod nul, dvs. omega ogsa gar mod nul:

i) (%) o

A V12 /g *(-0) > 1£0

. N (0
Ao—— A9 | - [>1L0
Eller 1 1
Uout er altsé ved meget lave frekvenser Uin ganget med 1£0
Dvs. at Uoyt gar imod Uin ganget med 1 og "0" grader fasedrejning.
Det ma ogsa vere resultatet af en logisk betragtning da kondensatoren ikke udger en

belastning ved frekvensen f gaende mod 0.

Herefter undersgges for frekvensen f gdende mod uendelig, dvs. omega ogsa gar mod

uendelig:
1 2 o \° 00
o) i) 40 ()
_)\/l+oo2 1+ o0? J 1

A et/ 9050290
o0 o0

Uout er altsd ved meget hgje frekvenser Uin ganget med 0£ —90 ., Dvs. at Uoy gar imod Uin

ganget med 0 og "90" grader fasedrejning bagud. Outputamplituden gar imod "0", eller
"kortsluttet" til stel, og fasedrejningen er -90 grader.

For frekvensen gaende mod fo, dvs. knaekfrekvensen i bodeplottet, eller den frekvens,
hvor R = Xc, fas:

R=Xco R=— < wCR=1
C

Dette indsattes:
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1Y 1 Y 1
A Ztgt-|=
9\/(1#) +(1+12j . (1)

A‘—>1/l+£4—45—> \/24—45—>£4—45
4 4 4 2

A'— 0,707£-45

A" =0,707 og fasedrejningen = 45 grader bagud ved knaekfrekvensen. Falgende skitser viser
sammenhangen mellem Bodeplot og graf for fasedrejningen: Ovenfor ses ORCAD grafer, og
igen herunder, med andre komponentvardier:

Un __ Um

Uy, = —0 = 2" i 0,707
out = Tos@5) vz

Ur Curr‘ent I A\ — 0,707

\%

Fasevinklen Fi er - 45 grader

qunﬁ,?'étor ( Altsa ved knaekfrekvensen f0 )
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Her er output lig med den
patrykte spending ganget
med 0,707.

Frekvensen er 1590 Hz.

Ved denne frekvens er
vaerdien af modstanden
lig med Xc.

1
2w fc

Derfor: 1K =

Og her en skitse af et
Bodeplot

dB udregnes som

\\K
~ |

]

.
|

-l

~L_

A g
o~ ~1
Tt

fs
i

L
e
e [T
i S
—— P

e
1Q\"'~

Aa~db

|

ol

20 * Logio(Uout/Uin)

I knaekket er udgangsspaendingen faldet til 0,707 gange Uin. Hvis indgangssignalet sattes til

1 Volt, fas:

A'=20-Log,, (iloq ~—3

Hgjpas-led ( CR-led)

Fasedrejning Hgjpasled
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| et hgjpasled er strammen | ogsa ens. Det er jo en serieforbindelse.
Ur er i fase med strammen, og Ic 90 grader foran Uc.

Ugen, som er den geometriske sum af Ur 0g Uc, er bagud i forhold til strammen, dvs. strem-
men er foran Ugen.

Uout tages over Ur og er saledes foran generatorspandingen. Fi er altsa positiv og er vinklen
fra Ugen til Ur.

dout

Fi

Ud Ligen

Vektordiagram for et CR-led. Uout er foran generatorspaendingen.

Det ses af vektordiagrammet at jo hgjere frekvens, jo mindre Xc og dermed Uc, jo mindre
vinkel Fi, og jo starre bliver Ur.

Ved meget lave frekvenser er Xc meget stor i forhold til R, heraf er Uc ogsa stor i forhold til
Ur, og fasedrejningen er naesten 90 grader. Ugen er jo konstant, og deles vektorielt af Xc og
R.

Ved hgje frekvenser er kondensatoren nasten kortsluttet, derfor er Uc lille i forhold til Ur, og
fasedrejningen er nasten 0 grader.

Uout naesten den samme som Ugen. Hgje  1vac
frekvenser passerer altsa naesten uhindret ~ °vde
gennem kredslgbet, og deraf navnet
“Hojpasled”.

Ved lave frekvenser er Xc stor, og der =
kommer naesten ikke noget ud pa Uout. Ugen Cl e

Ved meget hgje frekvenser er kondensa- ‘ I

toren nasten kortsluttet, og derfor er Crbvz 10n p

10k

o

)
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Frequency

Frequency

Bodeplot af et hgjpasled og tilhgrende fasedrejning vist med simuleringsprogrammet ORCAD.

VDB er Bodeplot af forstaerkningen i dB, som selvfglgelig er under 0 dB.

0 dB er lig 1 ganges forsteerkning. VP er udgangsspandingens fasedrejning.
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High Pass Filter Bode Plot Phasor Diagram
90° : ' 0°
45° :
0 ? Vin
0 :
10 S S g e LY
20 il Gain (dE)
=300- - = ____________._______'___
'40"__!'__"'___‘:___I___‘___T__'T___
10 100 1K 10K 100K ‘Vm
Frequency (Hz)
Phase change Input to Output = 85° High Pass Filter
At low frequencies, Xc is much larger
H fe 100k than R so almost all the signal voltage is
Hz developed across C and very little across

R. The output signal (V&) leads the input
Use the slider to change the frequency by almost 90°

Se animation: http://www.learnabout-electronics.org/ac theory/filters82.php#lpf

MODSTAND OG SPOLE | SERIE.
Z, =0+ jolL idet omega = 2*pi*f.

Vektoren starter i origo, og gar opad.

Ved en spole i serie med en modstand er strammen 1 igen feelles, og afsaettes vandret. Ur er i
fase med I, og afsattes vandret. U er foran strammen, dvs. afszttes opad.

Ugen

Fasedrejningen "fi" er vinklen mellem strgm og
spanding. Modstandstrekanten fremkommer ved at
dividere spaendingerne med strammen, der jo er Wac

felles. Vet
R=U/ 10uH

Det ses, at Z = /X +R?

Idet X, =2-7-f -L findes, Ugen

at for \[ XL

f>0=>X -0=Z—>R Ur I R

S=

|
N

-
al
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Grafen for Z ser saledes ud:

2.5K
Ugenl
| ,
§ R2 i
V1 Ji
1k
o) 2 /
A
L2 1.5K /
10mH (2d4.609,1.0001K)
— / Pl
"0 1.0K /
1 10Hz 100Hz 1.0KHz 10KHz 100KHz
_ o V(UGEN1) / I(R2)
-_O Frequency

MODSTAND, KONDENSATOR OG SPOLE | SERIE.

Er der bade en kondensator, en spole og en modstand i serie fas idet X og Xc er modsat
rettede at:

Z=R?+(X, - X¢)’

Ugen

Fasedrejningen "fi" er vinklen mellem strgm og spanding
T R Ugen som ogsa svarer til vinklen mellem Z og R. Ved den
frekvens, hvor XC = XL, ophaves de helt. De er jo modsat
rettede, og den samlede modstand bliver sa rent ohmsk.

100n X1 Xe

lvac@

oVdeh= 2

10uH Xt - Xc
VAR -

Ved lave frekvenser er kondensatoren en stor modstand. Ved hgje frekvenser er det spolen,
der yder stor modstand:
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Ugenl

40K \

\(1.57Z4K;1.0023)6

. \_L_/E

10Hz 100Hz 10KHz
o V(UGEN1) / I(R2)
Frequency

1.0MHz
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OPAMP- forsteerker-kobling.
C
Eksempel med inverterende OP-AMP- It
forsterker med modstand parallel med
kondensator i modkoblings-grenen. MRm
_ R
Uin AM

| Ul
0
Vi ou Uout
1Vac, +
0vdc O Gnd
OPAMP
B

_ . Rm|X,
Forsteerkningen A" = - ———

R ( Rm Parallel med Xc )/ R
( Leddene regnes som komplekse vektorer )

Parallelforbindelsen findes ved at gange de to og dividere med deres sum.

| teeller ganges for oven og neden med jw C

Rmx _1 * jawC
JaC
(Rm+ _1 j*ja)C &
joC _ 1+ joCRm Rm
R R

A=—

1
R 1+ jwCRm
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Der ganges med kompleks konjungerede

_m* 1 *1—ja)CRm
R 1+ jowCRm 1- joCRm

A=

. _Rm_ 1-jeCRm
R 12 +(«CRm)’

Dette opdeles i leengde og vinkel: ( Polaer form !)

Rm 1% +(a)CRm)2 P . @CRm

R 12 +(«CRm)’ 1

Det minus, der star foran udtrykket, kan tolkes som en fasedrejning pa 180 grader. Derfor kan
ovenstaende ogsa skrives:

A=

1° +(wCRm)’
Rm 1+ (eCR)” l(——“’CijHso
R " 17 +(wcRM)

Bodeplot graf for forsteerkningen kan findes af 20-log,,(A")

Pragve:

Der undersgges farst for frekvensen f gaende mod nul, dvs. omega ogsa gar mod nul:

[12 . 02
A‘ﬁm*lz_“)zﬁgl(_gj +180
R 1°40 1

As RT:" #1/0+180 = A'—> RT:] 180

Ved lave frekvenser findes altsa, som forventet, at forsteerkningen er Rm divideret med R, og
fasedrejningen er 180 grader.

Undersgages for frekvensen gaende mod uendelig, dvs. at omega ogsa gar mod uendelig, fas:
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A R_FL“ +— /(-90)+180= A'> RT:] 0/ —90+180

o0

Altsa A— 0,90

Ved hgije frekvenser findes altsa, igen som forventet, at forsteerkningen er faldet meget. Xc er
jo meget lille, og fasedrejningen er 90 grader forud.

Anvendes for ovenstaende op-amp-forstaerkerkredslgb flg. vardier, fas falgende graf:
Rm =470 Kohm, R = 10 Kohm, C =470 pF
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40
0 \\&\\\\\\\\\
SEL>>
-40
o Vdb ( UOUT)
180d-=
__x—_thﬂiﬂy\\
\\\\\\\
904 T
0d
10Hz 100HzZ 1.0KHz 10KHz 100KHz
o VP (Uout)
Frequency

@verste vises Bodeplot for forsteerkningen. Nederste graf viser fasedrejningen. Den starter i
180 grader og ender ved ca. 20 KHz ved 90 grader.
( For endnu hgjere frekvenser er der indflydelse fra fejl i operationsforsteerkeren. )

Inverterende forsteerker igen:

Kredslgbet ser nu séledes ud!

Uin O

C1 R2
I aW\%
1n 1k
R1 Ul
MV
1k
ou —-O
Uout
+
OPAMP
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Overfgringsfunktionen er: A= — R2
R1Xc
. . R2
Navneren ganges med joc A=—— %
1
Rl
joc
R1+ i
joc
Rl R1
1+ jocR1

A=_R2 +(wcR1)* £tg™ Rl
R1 1

Minus tegnet kan opfattes som en fasevinkel pa180 grader. Sa der fas:

A'= ';—i- 12 +(wcR1)’ £tg 4(%'“) +180°

Test:

a)—>0:>A'—>R—2-1 Z0+180 = R2 £180°
R1 R1

R2

co—)oo:>A'—>|;—i-oo £0+180= " £ tg ™ (c0)+180° = 00.£90 +180 = 00./270°

Bode Plot:
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80

60 u////

40

20
1.0Hz 10Hz 100Hz 1.0KHz 10KHz 100KHz 1.0MHz
o VDB (Uout)
Frequency

Oq fasedrejningen:

280d

260d

240d

220d

200d

180d
1.0Hz 10Hz 100Hz 1.0KHz 10KHz 100KHz 1.0MHz
o 360+VP (Uout)
Frequency

I knaekket haves:

deB:R1:Xc:i:>
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2
A=-R2 e (00} gt A—-R2 5 45
R1 oC 1 R1

Non inverting amplifier:

Kredslgbet er fglgende: UL
Uin (0] +
Uout
ou —-O o
V1 /
1Vac,
OVdc@
OPAMP § Rm
— 470k T ct
"0 470p
§ R
10k
)
Dets Bode Plot ser saledes ud !!
40
e
30 \
20
%
10
o
O e

1.0Hz 10Hz 100Hz 1.0KHz 10KHz 100KHz 1.0MHz
o VDB (Uout)
Frequency

Det ses, at for hgjere frekvenser gar A’'mod 0 dB, som er lig en forsteerkning pa 1 gange.
Teeller

Teelleren er lig 470 K parallel med
Naevner

Dette ses ogsa af overfgringsfunktionen: A'=1+

470 pF, og Neevneren er lig 10K.

Teelleren bliver ganske vist mindre ved hgjere frekvenser pga. at kondensatorens mindre im-
pedans kortslutter modstanden, men der er jo stadig et-tallet.
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Fasegrafen ser saledes ud:

" -0d ———
/
-20d
-40d \\ //
-60d \ /
-80d
1.0Hz 10Hz 100Hz 1.0KHz 10KHz 100KHz 1.0MHz
o R gens) Frequency
Bandpas forsterker:
Ul
Uin © + Uout
Nu monteres der en kondensa- -
tor C» i kredslgbet, som vist eV oy
. - ac
herunder. Den vil o_ptraede i OVdc@ - f
navneren i overfgringsfunkti-
onen OPAMP § Rm L
) — 220k ""
"0 470p
§ R
1k
= C2
10u
0
Bode Plot:
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60
50
(e5-571 % —T- (1.5849K,43.74%)
. | X
40 l
(1.66.4400..46.195)
30
20 7
N
10
/ {134 3 )
N

0
10mHz 100mHz 1.0Hz 10Hz 100HZ 1.0KHz 10KHz 100KHz 1.0MHz 10MHz

v VDB (Uout)

Frequency
Fasedrejningen er mere kompleks, pga. flere kondensatorer i kredslgbet.
- 100d
\
50d
/
0d \\\\ ]
/.

-50d \\
-100d

10mHz 100mHz 1.0Hz 10Hz 100Hz 1.0KHz 10KHz 100KHz 1.0MHz 10MHz

¢ VP (Uout)

Frequency

Givet fglgende kredslgb:
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C1 R1
Inverterende forsteerker. 1 Wy
Ved hgje frekvenser kortsluttes R2
C1, og forsteerkningen ma blive . u1
AN )
R1||R2 / R3 oy

Der kan opstilles falgende overfagringsfunktion:

(Xc+R)R,
X. +R )[R, X. +R)+R,
A’=_& Dette er lig med: A':—( ° E) :
R3 R,
™) :
—+R, R—-1—
A\:_&.ll“’c—, der kan ordnes til: . Cl (1)
Ry * LR +R, R I R+R - —
jaC @
1
2 1Y 1 | wc
+| = | stgt-| @C
i (wc] IR
No_Re.
R, 1

2 i ? a C
\/(R1+R2) J{wC) Ztg RiaiRz

Ligning (1) kunne ogsa omdannes, ved at gange med Omega C i teeller og navner !!

T
R, \|(CR +@CR, )’ +1 CR; oC (R, +R,)

To komplekse tal divideres med hinanden ved at dividere de reelle dele, og subtrahere
vinklerne !!

Graferne for bodeplot kan plottes, ved at plotte 20 * logio(A”") pa en logaritmisk X-akse.
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Her er et eksempel c1 R1
pa et kredslgb med I W
verdier:
R2
ANV
R3 U1l 82k
15k
ou,

1Vac
ovdc

D
=

OPAMP

!
I
o

Og Bodeplot for det:

1.0KHz 100KHzZ

Frequency
Det ses, at ved hgje frekvenser vil kondensatoren kortslutte, og teelleren vaere de to modstande
i parallel. Derfor er forsteerkningen lavere ved hgje frekvenser !!

Og fasen !!
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1.0MHz

Regnereqgler for komplekse tal !!

Farst gennemgas her regnereglerne for komplekse tal.

Vektorer i det komplekse plan kan beskrives pa to mader. Pa rektanguler eller polar form.

Pa rektanguler form angiver man leengden ud ad x-aksen og hgjden op ad eller ned ad den
imaginere akse.

Pa polaer form angiver man en vektors leengde fra origo ( 0,0 ) og en retning i form af
vektorens vinkel til x-aksen.

Regnereglerne er forskellige for de to former. De illustreres med bogstav-eksempler og
derefter regneeksempler med tal.

Vi tenker os, at fglgende vektorer, kaldet K, L og M, eksisterer:

K=a+jb, L=c+jd, M=e—jf
Ved tal-eksempler anvendes:

K=3+j4 L=2+j3

og pa poler form (' se senere om omregning ):
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K=525313 L =3,61£56,31 (Udtales: K =5 vinkel 53,13)

ADDITION

Addition af komplekse vektorer foregar pa rektanguleer form.
Summen af Kog L er:

K+L=(a+ jb)+(c+ jd)

De reelle dele adderes for sig, og de imagineare for sig med fortegn.

K+L=(a+c)+ j(b+d)

K+M=(a+e)+jb-f)

Et tal-eksempel:

K+L=(3+j4)+(2+j3)=(5+7)

SUBRTAKTION

Subtraktion af komplekse vektorer foregar ogsa pa rektangular form.
Differencen mellem K og L er:

K-L=(a+ jb)—(c+ jd)=(a-c)+ j(b—d)

Reelle dele subtraheres for sig og imaginare dele for sig.
Tal-eksempel:

K-L=(3+j4)-(2+j3)=(3-2)+j(4-3) =1+ j1

Addition og subtraktion svarer til at addere og subtrahere vektorer.

MULTIPLIKATION

Multiplikation af komplekse vektorer foregar enten pa rektanguleer eller polear form.
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Rektangquler form:

2 komplekse tal pa rektanguleer form multipliceres med hinanden sa hvert led multipliceres
med de andre led, ialt 4 "dele” bliver det til.

K=(a+ jb),L=(c+ jd)
K« L =axc+ jad + jbc+ jj*bd

j*j er -1, sa derfor fas K+ L =(ac—bd)+ j(ad +bc)

Tal-eksempel:

KL =(3+ j4)*(2+ j3) = 3+2+ j(3+3) + j(4*2)—4+3

KL =-6+j17

Poleer form:

Felgende vektorer findes:

O=asb,P=czd

Vektorerne O og P ganges pa polar form ved at gange de reelle dele og addere vinklerne.

O* P =(azb)*(czd) = (a*c)£(b+d)

Tal-eksempel:

K=525313
L =3,61.56,31

K= L = (5£53,13)*(3,61.56,31)

KL = 5*3,614(53,13+ 56,31) =18,032109,44

Omregnes til rektangulear form, fas nar den polare vektor oplgses i komposanter pa den reelle
0g imaginare akse ( x og y-akse ):
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K L = 18,03+ cos(109,44) + j18,03+ sin(109,44)

KiL=-6+j17
DIVISION

Rektanquleer form:

Division pa rektanguleaer form er noget besveerligt.
Enten omregnes det komplekse tal til poleer form, som ovenfor, eller der bruges en

omskrivning af udtrykket vha. "den kompleks konjugerede”. Herved kan der i stedet anvendes
multiplikation. Den kompleks konjugerede er det komplekse tal spejlet i X-aksen.

K=(a+jb),L=(c+ jd)

5_(a+jb)
L c+jd

(c +jd) i neevner omdannes ved at der ganges med den kompleks konjungerede i teeller og
naevner.

K _(a+jbjr(c—jd) ac- jad+ jbc— jjbd
L (c+jd)x(c—jd) cc— jed + jed — jjdd

K (ac+bd)+ j(bc—ad)
L c’+d?

Dette opdeles til 2 brgkstreger:

K ac+bd .bc—ad

= +
L c?+d? Jc2+d2

Tal-eksempel:

K 3+j4 3+j4 2—]3 6—j9+ j8— jj12
L 2+j3 2+j3 2—]3 4— 16+ j6—jj9

K_18-j5_18 .5

L 13 13 : 13
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Division pé poler form:

Pa polar form udferes division ved at dividere de reelle dele og subtrahere vinklerne.

O=ash,P=czd

O a

—=—/(b-d
P ¢ ( )
Tal-eksempel:

K=525313 L =3,61.56,32

K 553,13 5

L 3615631 361

£(5313-56,31) =1,382-3,18

Omregning fra rektanquleer til polar:

Vektoren K =a+ jb omregnes til l&engde og vinkel:
K =+a®+b? Ltg‘l(gj

a
For taleksemplet findes:

K =+/3%+4% /tg ‘1(9 =5,53,13 grader.

Og tilbage igen, idet vektorens projektion pa den reelle og imaginar-akse findes:
K = 5+ c05(53,13) + j5*sin(53,13)

K =5¢0,6+ j5+0,8= 3+ j4
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